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/ : Fonctions exponentielles 



1- Exponentielles et logarithmes 

□ ln(x) est la primitive de — définie sur ]0, +°°[ et s'annulant enx = 1. Autrement dit : 

x 




— = ln (ax) est égal à ln(x) + Cte. Fa valeur de Cte est obtenue en prenant x = 1, ce qui donne la 

ax x 

relation célèbre : 



ln (ax) = ln(x) + ln (a) 

Cette relation, transformant produit en somme, a permis, depuis le XVIIème et jusqu'à l'introduction 
des calculatrices à bas prix vers 1980, d'accélérer notablement les possibilités de calcul des 
mathématiciens. Ainsi Faplace s'émerveille-t-il "des logarithmes, admirable instrument, qui, en 
réduisant à quelques heures le travail de plusieurs mois, double si l'on peut dire la vie des 
astronomes, et leur épargne les erreurs et les dégoûts inséparables des longs calculs" . En prenant 

a = —, on obtient : 

x 



ln(— ) = - ln(x) 
x 



Etant strictement croissante, ou bien lim ln(x) = +°° ou bien Uni ln(x) = / limite finie. 

x — » +°° x — > +°° 

Comme, pour n entier, ln(2") = nln(2) (récurrence facile) et que cette quantité tend vers +°° quand n 
tend vers +°°, la seule conclusion possible est : 

lim ln(x) = +oo 
x — > +°° 

Et donc, en considérant — : 

x 
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lim ln(.v') = -oo 
x — > 0 



ln réalise donc une bijection de ]0, +°°[ sur ]-°°, +oo[. Sa réciproque est l'exponentielle : 

t = ln(x) <=> x = e 



Le nombre e est tel que 1 = ln(e) soit 



f y dt = 1. e vaut environ 2,71828... 



J î 

Les limites relatives à ln se traduisent pour l'exponentielle de la façon suivante : 

lim e x = +°o 
X — > +o° 

lim e x = 0 



X — > -oo 



La règle de dérivation d'une fonction réciproque (cf le chapitre Dérivation dans le fichier 
DERIVEE.PDF) conduit à : 

(e ) = e 

On a également e x+y = e x e puisqu'en prenant les logarithmes des deux membres, on obtient d'une 
part : 

ln(e x+y ) - x + y 
et d'autre part : 

\n(e x e y ) = ln(e ¥ ) + ln(e v ) = x + y 



□ Pour tout a strictement positif et b , on posera a = e n(c,)b . Cette définition est compatible avec le 
calcul des puissances de a, puisque, pour n entier, on a : 



?' n(a)n = e ln(a) + Ma) + - + ln(fl) avec n exposant ln(a) 

lnia) ln(t2) lnffl) 

— e x e x ... x e 

— a x a x ... x a 

n 

= a 



On a alors \n(a) = b \n(a), et également (e x ) y = e xy obtenu en prenant a = e x et b = y dans la formule 
donnant a . On a enfin, pour a > 0 et différent de 1 : 

lnCr) 



t ln (a)t 

a <=> x = e 



^ ln(.i') : ln (a)t o t ■■ 



ln(v) 



ln(a) 



a est l'exponentielle de t en base a et jjjyy est le logarithme de x en base a. Le logarithme le plus 

utilisé en dehors du logarithme en base e (dit népérien) est le logarithme décimal, pour lequel a = 10, 
et que l'on note souvent logio, voire même log. On rencontre aussi en informatique le logarithme en 
base 2. 



Si u est une fonction strictement positive, et v une fonction quelconque, on a : 

u(x) v(x) = e lix)ln(u(x)) 

La deuxième forme peut servir à dériver la fonction ou à en calculer les limites. 

□ Un certain nombre de limites usuelles doivent être connues : 

(i) lim = 0 et plus généralement lim = 0 pour tout a > 0 

x — » +°° x x —> +°° x 

(ii) lim xln(x) = 0 et plus généralement lim x"ln(x) = 0 

x — > 0 x — > 0 

X X 

€ € 

(iii) lim — = +°o et plus généralement lim — = +oo pour tout a > 0 

x — » +°o x x — > +°o x 
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(iii) lim xe = 0 et plus généralement lim xe = 0 pour tout a > 0 
x — > -oo x — > -oo 



Montrons (i). Soit /(x) 



ln(x) 



. / admet pour dérivée / '(x) 



- — qui est négative pour x > e, 

donc /est décroissante strictement positive sur [ e , +°o[. Elle admet donc une limite 1 positive ou nulle 
en +°°. Cette limite est aussi celle de avec y = x 2 , soit : 



lim 


ln(x 2 ) j 

T~~ 1 


x — > +°° 


X 


lim 


21n(x) , 

— 2 — - i 


x — » +°° 


x 


lim 


2 x lnW x 1 



2 x / x 0 = l 
1 = 0 



Toutes les autres limites s'en déduisent. En remplaçant x par x\ on obtient : 

0= lim lim lim Ü# = 0 

X —> +°° X X — > +oo X X — > +oo x 



(ii) En changeant dans (i) x en 1 /x avec x tendant vers 0, on obtient : 

0 = lim ^ = lim - A'ln(.v') => lim x\n(x) = 0 
x^O !/•« x -» 0 x — > 0 

En remplaçant x par x fl , on obtient lim x"ln(x) = 0 

x — ^ 0 



(iii) En changeant dans (i) x par e x , on obtient lim — 

X — ^ +°o e 



0 ou lim — 
x — > +°o x 



+oo. En élevant à la 



puissance a, on obtient lim — = +°o 

X — > +°o x 

X 

g 

remplaçant ax par x, on obtient bien lim — 

x — » +°o x 



lim = +oo en divisant par a et enfin, en 

X — > +oo ci x 



+°°. 



(iv) Remplacer x par -x dans (iii). 



2- Fonctions trigonométriques hyperboliques 

a) sh(x) et ch(x) : 

On pose : 



sh(x) = 



e - e 



(sinus hyperbolique) 



ch(x) = 



e + e 



(cosinus hyperbolique) 



On vérifie facilement que : 
e = sh(x) + ch(x) 
sh est impair. 

ch est pair et strictement positif. 

(sh et ch sont respectivement la partie paire et impaire de l'exponentielle) 
sh' = ch donc sh est strictement croissante, et du signe de x. 
ch' = sh donc ch est décroissant sur ]-°°,0] et croissant sur [0,+°°[. 
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£ 

sh(.i') ~ cH(a') ~ — au voisinage de +°°. 

(La notation ~ est définie dans le chapitre Limites et Continuité qu'on trouvera dans le fichier 
LIMITES .PDF. f~ g au voisinage de a 0 signifie que Uni pp = 1 ) 

X — > A'o &\ X ) 

sh(.r) ~ a au voisinage de 0 (car sh'(O) = 1). 

ch(A) ~ 1 au voisinage de 0. 

2 

c1i(a) - 1 ~ — car on vérifiera que ch (a) -1=2 sh 2 (-) 

Il existe des formules de trigonométries hyperboliques, en particulier : 

ch 2 (x) - sh 2 (x) = 1 

On consultera sur ce point l'annexe, donnant une comparaison des formules de trigonométries 
circulaires et hyperboliques. 




sh étant continue strictement monotone de R sur R. elle admet donc une réciproque qu'on peut 
calculer explicitement : 

x = sh(y)=^p- 

o e 2v - 2e y x -1=0 

o e y = x± -\/7+I 

La seule racine positive est a + v/a 2 + 1 . On a donc : 

y = ln(A + v/a 2 + 1) 
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On vérifiera que sa dérivée vaut . } En calcul intégral, on pourra donc utiliser comme primitive 

\jx + 1 

1 / — 2 

de , la fonction ln(x + yjx +1). 

v/.r + 1 



De même, ch étant continue strictement monotone de [0,+°°[ sur [l,+°°[, elle admet une réciproque : 



a; = cfry 



e v + 



et y > 0 



o e 2y - 2e y x + 1 = 0 

<=> e y = x ± yjx 2 - 1 

Les deux racines sont positives, mais la seule racine supérieure ou égale à 1 est x + \Jx 2 - 1. On a 
donc : 

y = ln(x + v/.r 2 - 1) 

En fait, il peut être parfois utile d'étendre cette fonction à l'intervalle ]-°°,-l] en considérant 

I I — 2 1 1 

ln je + yjx - 1 , dont on vérifiera en exercice qu'elle est impaire. Sa dérivée vaut . . Ainsi, 

1 \Jx - 1 

1 I I — "2 — I 

calcul intégral, on pourra utiliser comme primitive de . , la fonction ln \x + yjx - 1 1. 

V-V - 1 



en 



b) th(.c) : 



th(x \ _ sh(jc) = e_ - e~ x = e* - 1 
ch(x) e x + e~ x e 2x + 1 



(tangente hyperbolique) 



On a : 



th est impaire. 

1 2 

tlï(.c) = — y — = 1 - th"(.r) > 0 donc th est strictement croissante, 
ch (x) 

l'an th(.c) = 1 et Uni th(.c) = -1 

X— >+oo X— >~°o 



th(x) ~ x au voisinage de 0 (car th'(0) = 1). 
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th est continue strictement monotone de R sur ]— 1 ,1 [. Elle admet donc une réciproque : 

e 2y -l 

2y X + 1 

e = ■ 



<=> 



1 - x 



1 , x + l 

« y = 2 ,n T^- 

Il est parfois utile d'étendre cette fonction à R - {-1,1 } en considérant ; ln 
1 



x + 1 



l - X 



Sa dérivée vaut 



I - x 

II : Fonctions circulaires 



1- fonctions trigonométriques 

J'ose espérer qu'aucun lecteur n'ignore ce que sont les fonctions sinus, cosinus et tangente. Il 
convient d'apprendre les formules trigonométriques situées en fin de ce chapitre ©. 

2- Réciproque des fonctions trigonométriques 

a) arcsin : 

71 71 

sin : [- —, — ] — > [-1,1] est continue strictement monotone. Elle admet donc une réciproque notée 
arcsin. On a donc : 

0 = arcsin(.x) o0é [- ^, ^] et x = sin(0) 
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(On fera un rapprochement dans la formulation avec l'équivalence : 

y = \fx o j > 0 et x = y 2 ) 



Voici un tableau de valeurs : 



A 


-1 


E 


E 


1 


0 


1 


E 


E 


1 


sin0 






2 


2 


2 




2 


2 


2 






arcsin(A) 


71 


K 


7t 


7t 


0 


7t 


71 


71 


7t 


0 




2 


3 


4 


6 




6 


4 


3 


2 





arcsin est strictement croissante, impaire : 

□ arcsin(-A) = - arcsin (a) 

□ V a e [-1,1], sin(arcsin(A)) = a 

□ V 0 g [-71/2,71/2], arcsin(sin(0)) = 0 

MAIS cette dernière relation est fausse si 0 appartient à un autre intervalle. 

EXEMPLE : arcsin(sin(37t/4)) = arcsin(^) = ^ 

(On fera un rapprochement dans la formulation des relations précédentes avec : 

V a g R + , {\fx ) 2 = A 

V j g R + , yjy 1 = y 

MAIS pour y quelconque dans R, \ jy 1 = | y\ 

□ cos(arcsin(A)) = \J 1 - a 2 

car cos est positif sur [- ^], et dans ce cas, cos(0) = yj 1 - sin 2 (0) 

La dérivée d'arcsin(.A) est . = = (voir le chapitre Dérivation dans le fichier DERIVEE.PDF pour 

V 1-A 

savoir comment dériver la réciproque d'une fonction). 
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b) arccos : 

cos : [0, 7ü] — > [-1, 1] est continue strictement monotone. Elle admet donc une réciproque notée 
arccos. On a donc : 

0 = arccos(X) «0e [0, ti] et x = cos(0) 



Voici un tableau de valeurs : 



a; 


-1 


VI 


VI 


1 


0 


1 


VI 


VI 


1 


COS0 






2 


2 


2 




2 


2 


2 






arccos(v) 


Tl 


5ti 


3ti 


2ti 


Tl 


Tl 


Tl 


Tl 


0 


0 






6 


4 


3 


2 


3 


4 


6 







arccos est strictement décroissante : 

□ arccos (-x) = Tl - arccos(x) 

En effet, 0 = arccos(-x) «> -x = cos(0) et 0 e [0, 7t] 

o x = -cos(0) = cos(tü - 0) et 7t— 0 e [0, 7t] 

«> Tl — 0 = arccos(x) 

□ Vie [-1, 1], cos(arccos(x)) = x 

□ V0e [0, 7t], arccos(cos0) = 0 

MAIS cette dernière relation est fausse si 0 appartient à un autre intervalle. 
EXEMPLE : arccos(cos(- ^)) = arccos(^) = ^ 

□ sin(arccos(X)) = \j 1 - x 2 

car sin est positif sur [0, Tl], et dans ce cas, sin(0) = \j 1 - cos 2 (0) 
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□ arcsin(x) + arccos(x) = ^ 

En effet, 0 = arcsin(x) o0e [- et sin(0) = x 

<=> x = cos(^ - 0) et ^ - 0 e [0,7t] 
^ - 0 = arccos(x) 




c) arctan : 

7C 7C 

tan : ]- —, — [ — » R est continue strictement monotone. Elle admet donc une réciproque notée arctan. 
On a donc : 

0 = arctan(.r) o0e j- et x = tan(0) 



Voici un tableau de valeurs : 





— OO 


-V3 


-1 


1 

‘a/3 


0 


i 

a/3 


1 


a/3 


+oo 


tan0 


arctan(.v') 


K 


K 


K 


K 


0 


K 


n 


K 


K 


0 




2 


3 


4 


6 




6 


4 


3 


2 





arctan est strictement croissante, impaire : 
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□ arctan(-x) = - arc tan (.y) 

□ V v g R, tan(arctan(v)) = v 

□ V 0 e ]-7C/2,7C/2[, arctan(tan(0)) = 0 

MAIS cette dernière relation est fausse si 0 appartient à un autre intervalle. 

71 

Exemple : arctan[tan(37t/4)] = arctan(-l) = - — 



□ cos(arctan(v)) = 



A 



+ x 



car cos est positif sur [- ^J, et dans ce cas, cos(0) = , i= 

2 2 V 1+tan2 (0) 

□ sin(arctan(x)) 



VT 



+ X 



1 7T 

□ arctan(.r) + arctan(-) = — sgn(.r) où sgn(v) =1 si v > 0 

X Z. 

= -1 si x < 0 

Les deux membres étant des fonctions impaires de x, il suffit de le montrer pour x > 0. Dans ce cas, 
on a : 

0 = arctan(-) <=>- = tan(0) et 0 g ]0, 
x x 2 

^x= 1 = tan(^ - 0) et ^ - 0 g ]0, 

tan(0) 22 2 

^ - 0 = arctanfr) 



La dérivée d'arctan(v) est 



1 + x 
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Annexe : trigonométrie 



cos(x) = 



sin(x) = 



e + e 



e - e 



2 / 



tanM=^ 

cos(x) 




FORMULES 



cos 2 (x) + sin 2 (x) = 1 

cos (ci+b) = cos (a) cos (b) - sin(a) sin(è) 
cos (ci-b) = cos (a) cos (b) + sin(fl) sin(è) 
cos(2x) = cos 2 (x) - sin 2 (x) 

cos V) = 1 + C ° s(2,) 

sin(<r/+è) = sin(fl) cos (b) + cos {a) sin(è) 
sin(c/-Z?) = sin(fl) cos (b) - cos {a) sin(Z?) 
sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) 
si „ V) = l^(2j) 



tan(c/ + b) = 
tan (a - b) — 

tan(2x) 

I 



tan(fl) + tan(fr) 

1 - tan(fl) tan(Z>) 
tan(fl) - tan(Z?) 

1 + tan(fl) tan(Z>) 
2 tan(x) 



1 - tan (x) 



cos(fl) cos(Z?) = — [cos(c/ + b) + cos (a - b)] 
sin(fl) sin (b) = - ^ |cos(« + b) - cos (a - Z?)] 
sin(fl) cos (b) = ^ [sin(a + b) + s in (Y/ - b)] 



cos {p) + cos(q) - 2 cos 



ll±R co ,2^L 



cos (p) - cos(<?) = - 2 sin 



sin(p) + sin(g) = 2 sin ' - ' cos 



ll±2L sm ll_2L 
2 2 

p-^ 



t P + ( i 
2 



t = tan(|) 
2 t 



pour 

si "« = TT7 
“ S « = TT7 

tan(x) = 



ch^(x) - sh 2 (x) = 1 



ch (ci+b) = ch(fl) ch(Z?) + sh(u) sh(Z?) 
ch (a-b) = ch(fl) ch (7?) - sh(a) sh(è) 
ch(2x) = ch 2 (x) + sh 2 (x) 

chV) = 1+C 2 h(2i:) 

sh(f/+Z?) = sh(fl) ch(Z?) + ch(fl) sh(è) 
sh(c/-Z?) = sh(fl) ch(è) - ch(fl) sh(è) 
sh(2x) = 2 sh(x) ch(x) 

shV)= ch(2 ^ ) - 1 

lh(n + fr)= lh <°) + Ml 

^ 1 + th(<7) th (b) 

th (g-b)= th(a) ~ Mb) 

^ 1 - th(fl) th (b) 

thPrï 2 th(x) 

th ^ " TTtirfctj 

ch(fl) ch(Z?) = I [ch(c/ + b) + ch(u - b)] 
sh(fl) sh (b) = I [ch(c/ + b) - ch(u - b)] 
sh(fl) ch(Z?) = I [sh(c/ + b) + sh(u - b)] 
ch(p) + ch(g) = 2 ch P ^ ^ ch P % 
ch(p) - ch(g) = 2 sh P ^ ^ sh P % 
sh(p) + sh(g) = 2 sh P ^ ^ ch P % 



pour t = th(|) 
sh(x) = 
ch(x) = “j ~~2 

ihW-if? 
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DERIVEES 



cos'(x) = -sin(x) 




ch'(x) = sh(x) 


sin'(x) = cos(x) 




sh'(x) = ch(x) 


tan'(x) = — 4 — = 1 + tan 2 (x) 




th '(x) = - 4 — = l-th 2 (x) 


cos (x) 




ch (x) 



PARAMETRAGES 



2 2 

paramétrage de l'ellipse ^ = 1 

a b 




2 2 

paramétrage de l'hyperbole 2^ - -y = 1 


x = a cos (t) y -b sin(t) 




x = a ch(f) y -b sh(f) 



EQUIVALENTS au voisinage de 0 



sin(x) ~ x 




sh(x) ~ x 


cos(x) ~ 1 




ch(x) ~ 1 


tan(x) ~ x 

2 




th(x) ~ x 

2 


1 - cos(x) ~ y 




ch(x)- 1 ~y 



DEVELOPPEMENTS LIMITES au voisinage de 0 



2A+1 



sin(x) = £ (-1 + o(x 2,,+2 ) 



k= 0 



( 2 k+l )! 



n 2k+\ 

I sh(x) = £ — TTT + °(x 2 " +2 ) 



A-0 



(2ifc+l) 



2A 



cos(x) = £ (-1)* 7^777 + o(x 2,,+1 ) 



A-0 



( 2 k)'. 



n 2k 

I ch(x) = £ 7^777 + o(x 2 " +1 ) 



A-0 



(2 k)\ 



♦ 
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